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Zwei Theorien iiber den Gegenstand der Logik
Von

Franz voN KUTSCHERA

Was der Gegenstand einer empirischen Wissen-
schaft ist, wie sich der Bereich der Objekte und Er-
scheinungen umgrenzen und ontologisch charakteri-
sieren lafit, mit denen sie sich befaflt und von denen
ihre Theorien handeln, ist cine Frage, die im kon-
kreten Wissenschaftsbetrieb kaum eine Rolle spielt
und deren Beantwortung im allgemeinen ohne Ein-
flul auf den Gang der Wissenschaft bleibt. Der
Naturwissenschaftler ist primir an der Beschreibung
der Erscheinungen interessiert, an dem Wie, nicht an
ithrem ontologischen Status, dem Was. Diese Unab-
hingigkeit von ontologischen Fragen gilt als we-
sentlicher Vorzug der neuzeitlichen gegeniiber der
antiken und mittelalterlichen Naturwissenschaft und
es wird oft behauptet, der Fortschritt etwa der
Physik seit GavriLer sei wesentlich auch dadurch be-
wirkt worden, daf} sie sich nicht mehr fiir dic Meta-
physik ihrer Gegenstinde interessierte, fiir das We-
sen der Materie usf., sondern fiir die Gesetze, nach
denen die physikalischen Erscheinungen ablaufen.

Anders ist die Situation in der Logik und in der
Mathematik. In diesen Wissenschaften ist die Beant-
wortung der Frage nach dem ontologischen Status
threr Objekte, der Begriffe, Funktionen, Mengen
und Propositionen von entscheidendem Einflufl auf
die Gestaltung ihrer Theorien. Je nach dem Stand-
punkt, den man in dieser Frage einnimmt, wird
man gewisse fundamentale logische Gesetze anneh-
men oder verwerfen, gewisse Definitionsmethoden
zulassen oder ausschliefen und die Existenz gewis-
ser Mengen anerkennen oder ablehnen. Die Frage
nach dem Gegenstand der Logik und der Mathe-
matik hat also einc ganz konkrete Bedeutung fiir
diese Wissenschaften selbst, so daff es als lohnend
erscheint, ihr genauer nachzugehen. Wir beginnen
dabei mit der Diskussion der Antwort, welche die
klassische Logik auf diese Frage gibt.

Die Gestalt, die man heute gewohnlich als klas-
sische Gestalt der formalen Logik anspricht, wurde
seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts durch die
bahnbrechenden Arbeiten von GEORGE BOOLE,
Aucustus DE MorGAN und insbesondere von GoTT-
Lo FreGE geformt. Sie enthilt die erste Formulie-
rung der modernen mathematischen oder symboli-
schen Logik, die sich von der auf ARISTOTELES zu-
riickgehenden traditionellen Logik der Methode nach
durch die Verwendung priziser syntaktischer For-
malismen unterscheidet, dem Inhalt nach durch den

Aufbau wesentlich stirkerer deduktiver Theorien,
in denen sich nach dem Programm des Logizismus
nun die Mathematik aus der Logik begriinden 1ifit,
in denen man also die mathematischen Begriffe
durch logische Begriffe definieren und mit Hilfe
dieser Definitionen die mathematischen Theoreme
als logische Lehrsitze beweisen kann. Im Hinblick
auf die Durchfiihrbarkeit dieses Programms redu-
ziert sich also die Frage nach dem Gegenstand der
Mathematik auf die nach dem Gegenstand der
Logik.

Die Antwort der klassischen Logik auf die Frage
nach dem ontologischen Status ihrer Gegenstinde
1288t sich nun in der These zusammenfassen:

R) Es gibt eine, von der empirischen verschiedene
transsubjektive Wirklichkeit, der die Gegenstinde
der Logik, die Begriffe, Funktionen, Mengen und
Propositionen zugehoren und in der gewisse Gesetz-
mafligkeiten gelten. Zu dieser idealen Wirklichkeit
haben wir in Form eines apriorischen Anschauungs-
vermogens cinen erkenntnismifligen Zugang.

Den so umrissenen Standpunkt wollen wir als
logischen Realismus bezeichnen. GEOrG CANTOR, der
Schopfer der Mengenlehre, formuliert thn, wenn er
im Hinblick auf die mathematischen Gesetze sagt:
»Neque enim leges intellectui aut rebus damus ad
arbitrium nostrum, sed tamquam scribae fideles ab
ipsius naturac voce latas et prolatas excipimus et
describimus® .

Und Frece schreibt:

»+ . - ich erkenne ein Gebiet des Objektiven, Nicht-
wirklichen [d.h. Nichtempirischen] an...“*, und
» .. der Begriff ist etwas Objektives, das wir nicht
bilden, das sich auch nicht in uns bildet, sondern
das wir zu erfassen suchen und zuletzt hoffentlich
wirklich erfassen ... %

Betrachten wir nun den Inhalt der These R niher!
Sie behauptet zunichst, dafl die Logik apriorischen
Charakter hat. Tatsichlich lassen sich ja logische
Gesetze auch in der Gestalt von Allsdtzen definitiv
verifizieren, wihrend das bei empirischen Gesetzen
nicht moglich ist. So lifit sich etwa die Allgemein-

1 Motto der ,Beitrige zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre®, [1], S.282. — Die Ziffern in eckigen Klammern
bezichen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.

2 [4], Bd.I, S.XVIII. Vgl. dort auch die Ausfihrungen
auf S. X1V fl.

3 [3], S. 158.



170

Franz voN KuTscHERA: Zwei Theorien liber den Gegenstand der Logik

Studium
Generale

giiltigkeit des logischen Gesetzes einsehen: ,Wenn
alle Gegenstinde, die unter einen Begriff A fallen,
auch unter einen Begriff B fallen, und alle Gegen-
stinde, die unter den Begriff B fallen, auch unter
den Begriff C fallen, so fallen auch alle Gegen-
stinde, die unter den Begriff A fallen, unter den
Begriff C.“ Die Allgemeingiiltigkeit eines empiri-
schen Gesetzes wie ,,Alle Raben sind schwarz* 14}t
sich hingegen nie definitiv verifizieren. Denn die
Verifizierung dieses Gesetzes ist nur iiber die Beob-
achtung der einzelnen Raben auf ihre Farbe hin
moglich und alle vergangenen Beobachtungen iiber
schwarze Raben erlauben nie den Schluff, dafl auch
alle zukiinftigen Beobachtungen immer nur schwarze
Raben ergeben werden. Diesen Tatbestand hat
zuerst HUME in voller Schirfe hervorgehoben. Die
Verifizierbarkeit allgemeiner logischer Gesetze lifit
sich also nur durch ihren nichtempirischen Charakter
erkliren.

In dieser Behauptung des apriorischen Charakters
der Logik besteht aber nicht der spezifische Gehalt
der These R des logischen Realismus. Er besteht auch
nicht darin, daf} hier im Sinne des Platonismus
die Existenz nichtempirischer Entitdten anerkannt
wird. Entscheidend ist vielmehr, dafl diese Entititen
konzipiert werden als existierend unabhingig vom
denkenden Subjekt, als nicht von ihm gebildet oder
geschaffen, sondern als priexistent.

Das Erzeugen oder Schaffen z.B. eines Begriffs
durch das Subjekt kann nun u. a. auch so gedacht
werden, dafl der Begriff durch Angabe einer De-
finition entsteht. Definitionen diirfen nach der
These R also nicht als Erzeugungsvorschriften fiir
Begriffe angesehen werden, sondern nur als Be-
schreibungen. Begriffe werden nicht durch Definition
gebildet, sondern sie werden entdeckt, wie etwa ein
Stern entdeckt wird und das Entdeckte kann dann
u. U. mit Hilfe einer Definition beschrieben werden.
Die Existenz der Begriffe bleibt aber unabhingig
davon, ob eine Definition fiir sie angegeben worden
ist, oder ob eine solche Definition tberhaupt ange-
geben werden kann. Die fiir das folgende entschei-
dende Behauptung des logischen Realismus lifit sich
daher negativ auch so formulieren:

R*) Existenz und Eigenschaften der logischen Enti-
titen werden nicht durch Definitionen begriindet.

Aus den beiden Thesen von der Aprioritit und
der Transzendenz der logischen Objekte ergibt sich
dann fiir den logischen Realismus die Forderung
der Existenz einer apriorischen Anschauung, in der
uns diese Objekte erkenntnismifig zuginglich sind.
Denn eine transzendente Wirklichkeit erfordert of-
fenbar ein eigenes Erkenntnisvermégen, das uns den
Zugang zu ihr Sffnet, und da sie apriorisch ist, kann

es sich dabei nicht um das sinnliche Wahrnehmungs-
vermogen handeln, so daf man zur Forderung
eines eigenen apriorischen Erkenntnisvermdgens ge-
fihrt wird.

Eine eingehende Begriindung fiir die These R hat
vor allem FREGE angegeben 4. Aus seiner Argumen-
tation geht hervor, daf er in dieser These das Mittel
sah, die Objektivitit der logischen und mathemati-
schen Erkenntnis gegeniiber den empirisch und sub-
jektivistisch orientierten psychologischen Auffassun-
gen der Logik seiner Zeit zu begriinden ®. Nach der
empirischen Auffassung der Logik sind die logischen
Gesetze Denkgesetze in dem Sinn, dafi sie beschrei-
ben, wie tatsichlich gedacht wird, wie die psychi-
schen Denkvorginge ablaufen. Wir haben aber oben
schon hervorgehoben, dafl eine Auffassung, nach
der die logischen Gesetze empirischen Charakter
haben, nicht haltbar ist. Auflerdem wiren die logi-
schen Gesetze in dieser Interpretation sicherlich
falsch, da keinesfalls immer im Einklang mit ihnen
gedacht wird. Nach der Auffassung der ilteren Be-
wufltseinspsychologie wiederum sind die logischen
und mathematischen Entititen Vorstellungen und
Vorstellungen werden als Zustinde des Erkenntnis-
subjekts verstanden, die als solche von dem Subjekt
nicht abzulosen sind, so dafl keine zwei Menschen
die gleiche Vorstellung haben konnen. Dadurch
ergibt sich eine Umdeutung der Aussagen der Logik
und Mathematik, nach der sie von den Vorstellun-
gen des aussagenden Subjekts handeln. FreGe hat
mit Recht hervorgehoben, dafl diese Interpretation
nicht haltbar ist, da nach ihr z.B. der Inhalt des
Pythagoreischen Lehrsatzes davon abhinge, wer ihn
ausspricht.

FreGEes Kritik dieser beideniAuffassungen ist durch-
aus anzuerkennen. Um sie abzuwehren ben6tigt man
aber die These R nicht. Daher liegt ein non sequitur
vor, wenn FREGE seine diesbeziiglichen Uberlegun-
gen mit den Worten abschlief3t:

»S0 scheint das Ergebnis zu sein: Die Gedanken
[Freces Ausdruck fiir Propositionen] sind weder
Dinge der Auflenwelt, noch Vorstellungen. Ein drit-
tes Reich muff anerkannt werden. Was zu diesem
gehort, stimmt mit den Vorstellungen darin iiberein,
daf es nicht mit den Sinnen wahrgenommen werden
kann, mit den Dingen aber darin, dafl es keines
Trigers bedarf, zu dessen Bewufltseinsinhalte es
gehort“ ¢,

Aus dem apriorischen Charakter der Logik und
den Unzuldnglichkeiten ihrer psychologischen Inter-

4 Vgl. dazu [4], Bd. 1, S. XIV £. und [5].

5 Man hat dabei etwa an die damals verbreitete Logik von
B. ERDMANN zu denken, auf die sich auch FREGE bezieht.

6 [5], S. 69.
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pretation ergibt sich nicht die Notwendigkeit, den
logischen Entititen eine transzendente Realitit zu-
zuordnen. So gibt es etwa in Form des modernen
Konzeptualismus, wie des Intuitionismus, eine
nichtpsychologische, apriorische Auffassung der Lo-
gik, die ihren Gesetzen objektive Geltung sichert.
FREGE trigt aber kein Argument vor, das den logi-
schen Realismus vor einem solchen nichtpsycholo-
gischen Konzeptualismus auszuzeichnen vermochte,
obwohl er den Konzeptualismus, den er wohl nur
in einer psychologischen Version vor Augen hatte,
ausdriicklich ablehnt, wenn er sagt:

»- .. das Denken ist nicht ein inneres Erzeugen
und Bilden, sondern ein Fassen von Gedanken, die
schon objektiv vorhanden sind“ 7.

FrREGES Argumentation reicht also nicht hin, um
die These R zu begriinden. Auch bei den iibrigen
Vertretern des logischen Realismus scheint die An-
sicht bestimmend zu sein, daf} die objektive Gestal-
tung und damit die Dignitit einer Wissenschaft von
der objektiven, und das heifit fiir sie: von der
transzendenten Realitit ihrer Gegenstinde abhingt:
»Wenn wir iiberhaupt aus dem Subjektiven heraus-
kommen wollen, so miissen wir das Erkennen auf-
fassen als eine Titigkeit, die das Erkannte nicht
erzeugt, sondern das schon Vorhandene ergreift” ®.
Die Objektivitat, die fiir die Wissenschaftlichkeit
einer Disziplin entscheidend ist, ist aber nicht die
Objektivitdit im Sinne einer Transzendenz ihrer
Gegenstiande, sondern die Objektivitit ihrer Aus-
sagen im Sinne der intersubjektiven Kontrollier-
barkeit, ‘der Existenz von Giiltigkeitskriterien fiir
diese Aussagen, die ihre Anerkennung oder Verwer-
fung aus dem Bereich des subjektiven Beliebens
riicken. Eine solche Objektivitit der Aussagen hingt
aber nicht an der Transzendenz der Gegenstinde,
von denen sie handeln. So sind z. B. Aussagen iiber
die Losung von Schachproblemen sicherlich intersub-
jektiv kontrollierbar, obwohl sich die Spielregeln,
auf die sie sich beziehen, als willkiirliche Festsetzun-
gen darstellen. Eine Verwerfung der These R be-
sagt also nicht, dal die Objektivitdt der Logik auf-
gegeben wiirde.

Neben ihrer Begriindung ist aber auch der Inhalt
der These R fragwiirdig. Die Tidtigkeit des Logikers
und Mathematikers stimmt schlecht zum Bild eines
Entdeckers: Es gibt keine Entdeckungsberichte von
abstrakten Entititen, Begriffe werden definiert und
nicht entdeckt und die Definition bildet auch den
einzigen Zugang zu den Begriffen, den man tatsich-

7 Brief an E. HusserL vom 30.10./1.11. 1906, unver-
offentlicht, — Fiir eine genaue Analyse der Begriffe Plato-
nismus und Konzeptualismus vgl. [9].

8 [4], Bd. I, S. XXIV.

lich benutzt. Ist ein Begriff aber definiert, so wird er
auch ohne weitere Untersuchungen iiber seine tran-
szendente Existenz zugelassen. Metaphysische Unter-
suchungen iiber die Existenz, und also iiber die Zu-
lassigkeit von Begriffen im Sinn der These R kom-
men in Logik und Mathematik tatsichlich nicht vor.

Dafl der Mathematiker sich nur auf die Definitio-
nen von Begriffen bezieht, nicht aber auf ihre tran-
szendente Existenz, hat insbesondere CanTor her-
vorgehoben ?. Er unterscheidet zwischen der tran-
szendenten, oder wie er sagt, der transienten Reali-
tit der mathematischen Entitdten und ihrer imma-
nenten Realitit, unter der diejenige Realitit zu ver-
stehen ist, die den Entititen durch Angabe einer
Definition gesichert ist. CANTORS These besagt nun,
dafl beide Realititsmodi zusammenfallen, d. h. dafl
gilt:

C) Jeder definierbaren mathematischen Entitit
kommt eine transzendente Existenz zu und jede
transzendente mathematische Entitit ist umgekehrt
auch definierbar.

Er schreibt:

»Dieser Zusammenhang beider Realititen hat sei-
nen eigentlichen Grund in der Einheit des Alls, zu
welcher wir selbst mitgehoren® *°.

Auf Grund der Korrespondenz von immanenter
und transzendenter Wirklichkeit erst ist das Ver-
fahren der Mathematik gerechtfertigt, in dem auf
die transzendente Realitit der Entititen kein Bezug
genommen wird:

»Der Hinweis auf diesen Zusammenhang hat nun
hier den Zweck, eine mir sehr wichtig scheinende
Konsequenz fiir die Mathematik daraus herzuleiten,
daff nimlich letztere bei der Ausbildung ihres
Ideenmaterials einzig und allein auf die immanente
Realitit ihrer Begriffe Riicksicht zu nehmen und
daher keinerlei Verbindlichkeit hat, sie auch nach

ihrer transienten Realitit zu priifen® 1.

CanTOR mochte die Mathematik nicht in Ab-
hingigkeit von metaphysischen Untersuchungen ge-
raten lassen. Auf Grund der These C kann er aber
sagen:

»,Die Mathematik ist in ihrer Entwicklung vollig
frei und nur-an die selbstredende Riicksicht gebunden,
dafl ihre Begriffe sowohl in sich widerspruchslossind,
als auch in festen, durch Definitionen geordneten
Beziehungen zu den vorher gebildeten, bereits vor-
handenen und bewidhrten Begriffen stehen® 2,
9 [1],S. 181 4.
10 [1], S. 182.
1 [1], S. 182,
12 1], S. 182.
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Ist schon die These von der transzendenten Reali-
tdt der logischen Entititen nicht ausreichend begriin-
det, so macht nun die CanTorsche These C, die das
faktische Verfahren der Mathematik mit der These
R in Einklang bringen soll, zusitzliche Schwierig-
keiten. Die Berufung auf die Einheit des Alls und
die gleichlautenden Ansichten einiger Philosophen
wie PARMENIDES, PLATON, SPiNozA und LEeiBniz 3
kann wohl nicht als zureichende Begriindung fiir sie
angesehen werden. Eine andere Begriindung fehlt
aber und es bleibt auch ganz unklar, wie sie aus-
sehen sollte. Ferner liegt es doch nahe zu sagen:
Wenn CanTtors These richtig ist. so kann man die
Fiktion der transzendenten Realitit der logischen
Entitdten ohne Verlust aufgeben. Wenn die tran-
szendente Realitdt der immanenten genau entspricht,
so braucht man nur auf diese zu achten und die An-
nahme der transzendenten Realitdt bleibt ohne Fol-
gen fiir die Gestaltung von Logik und Mathematik.
Die These R stellt sich dann nur als ein fiir diese
Wissenschaften selbst nicht relevanter metaphysi-
scher Uberbau zur Sicherung ihrer ,objektiven®
Geltung dar, der sich auch in dieser Funktion nach
unseren fritheren Uberlegungen als entbehrlich er-
weist.

Tatsdchlich ist aber die These C fiir die klassische
Logik nicht haltbar und die Fiktion der transzen-
denten Realitit der Entitdten erweist sich fiir den
Aufbau dieser Logik als wesentlich: In der klassi-
schen Logik gilt das Prinzip tertium non datur,
jede Proposition ist wahr oder falsch, eine dritte
Moglichkeit gibt es nicht. In Anwendung auf Be-
griffe besagt dieses Prinzip: Jeder Begriff ist erklart
fiir alle Objekte, die Begriffe sind total bestimmt,
so dafl fiir jeden Gegenstand festliegt, ob er unter
den Begriff fillt oder nicht. Die klassische Logik
kann dieses Prinzip auf Grund der These R als
Tatsachenbehauptung ausgeben, die uns in der
apriorischen Anschauung evident ist. Bei der imma-
nenten Auffassung der Begriffe ist das nicht mdglich,
hier ware vielmehr zu beweisen, daff durch alle in
der klassischen Logik zugelassenen Definitionsweisen
die Begriffe total definiert werden. Ein solcher Be-
weis 1aflt sich aber im Rahmen der hoheren Logik-
systeme, wo impradikative Definitionen auftreten,
nicht erbringen. In einer impridikativen Definition
kann z.B. das Zutreffen oder Nichtzutreffen eines
Begriffes auf einen Gegenstand, mittelbar und auf
sehr komplizierten Umwegen, erklirt werden unter
Bezugnahme auf die Erkldrung eben dieses Begriffes
fiir diesen Gegenstand. Nach einer solchen Defini-
tion bleibt dann aber dieser Begriff fiir den frag-
lichen Gegenstand undefiniert, da er ja schon fiir

13 [1], S. 206 f., Anmerkung 6.

diesen Gegenstand erklirt sein miifite, damit man
ihn mit Hilfe der Definition fiir den Gegenstand
erkliren konnte. So kann man z. B. einen Begriff F
durch die Festsetzung definieren:

I. Der Begriff F soll auf eine Menge a zutreffen
dann und nur dann, wenn die Menge a sich selbst
als Element enthilt.

Nach dieser Definition ist klar, daf} der Begriff F
z.B. auf die Menge aller Mengen, die als Menge
Element von sich selbst ist, zutrifft, nicht hingegen
auf die Menge der Menschen, die als Menge kein
Mensch und also nicht Element von sich selbst ist.
Fillt nun nach der Definition I der Umfang des Be-
griffes F, d. h. die Menge & aller Mengen, die unter
den Begriff F fallen, unter den Begriff F oder nicht?
Um aus der Definition I auf ein Zutreffen, bzw.
ein Nichtzutreffen von F auf & schlieflen zu konnen,
miifite man bereits wissen, daf} 4 Element von sich
selbst ist, d.h. dafl b unter den Begriff F fillt,
bzw. dafl & nicht unter den Begriff F fillt. Aus der
Definition I erhalten wir also keine Auskunft dar-
iber, ob F auf b zutrifft oder nicht, d. h. der Be-
griff F bleibt undefiniert fir den Gegenstand & und
das tertium non datur gilt fiir den so definierten
Begriff F nicht.

Wenn man also die klassisch zuldssigen Defini-
tionsweisen betrachtet und die durch sie abge-
grenzte immanente Realitit der Begriffe, so wird
man das tertium non datur nicht akzeptieren. Er-
kennt man aber eine transzendente Realitit der
Begriffe an, so werden die Begriffe durch ihre De-
finition nicht erzeugt, sondern nur beschrieben und
sie konnen Eigenschaften haben, die durch die Be-
schreibung nicht erfafit werden. Von diesem Stand-
punkt aus wiirde man also sagen: I ist eine unvoll-
stindige Beschreibung eines Begriffes F an sich, aus
der sich der Wert von F fiir das Argument & nicht
ablesen laflt. An sich liegt dieser Wert aber fest.
Mit dieser Argumentation, die auf die These R
zuriickgreift, kann man also das tertium non datur
aufrechterhalten, unter Bezugnahme auf die imma-
nente Realitdt der Begriffe allein hingegen nicht.
An diesem Punkt wird es also ausschlaggebend, ob
man die These R akzeptiert oder nicht, und die
CanTorsche These erweist sich somit als unhaltbar.

Die Kluft zwischen der immanenten und der
durch das Prinzip tertium non datur charakterisier-
ten transzendenten Realitit der Begriffe gewinnt
ihre entscheidende Bedeutung aber erst, wenn man
beachtet, daf} es auch impridikative Definitionen
gibt, die gewissermaflen wesentlich unvollstindig
sind. Ein Beispiel dafiir bildet die folgende De-
finition:
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IL. Der Begriff G soll auf eine Menge a zutreffen
dann und nur dann, wenn die Menge a sich selbst
nicht als Element enthilt.

Um mit dieser Definition feststellen zu konnen, daf§
G auf den Umfang c¢ des Begriffes G zutrifft, bzw.
nicht zutrifft, miiflte man bereits wissen, daf} ¢ nicht
Element von sich selbst ist, d.h. nicht unter den
Begriff G fillt, bzw. daff ¢ unter den Begriff G fillt.
Die Definition II gibt also iiber den Wert von G
fir das Argument ¢ keine Auskunft und insofern
ist die Situation dhnlich wie im Fall der Definition I.
Wenn man die Definition II nun aber im Sinn der
These R als unvollstindige Beschreibung eines an
sich total definierten Begriffes G versteht, fiir den
also das tertium non datur gilt, so erhilt man sofort
einen Widerspruch, die Antinomie von RUSSELL:
Nach dem tertium non datur gilt ja: G trifft auf ¢
zu oder G trifft nicht auf ¢ zu. Im ersten Fall ist ¢
nach I nicht Element von sich selbst, so daf} auch
gilt: G trifft nicht auf ¢ zu. Im zweiten Fall ist ¢
nach I Element von sich selbst, so daf} auch gilt: G
trifft auf ¢ zu. In jedem Fall ergibt sich als der
Widerspruch: G trifft auf ¢ zu und G trifft nicht
auf ¢ zu.

Diese Antinomie beweist die Unvertraglichkeit
der klassischen Definitionsmethoden mit den klas-
sischen Vorstellungen von den transzendenten
Eigenschaften der Begriffe und stellt damit die Logik
vor die Wahl, entweder an dem tertium non datur
und damit an der These R festzuhalten und gewisse
Definitionsweisen, insbesondere die impridikativen
Definitionen der angegebenen Art abzulehnen, oder
aber die These R aufzugeben und eine Rekonstruk-
tion der Logik nur auf der Basis von Definitions-
systemen und der durch sie fixierten immanenten
Realitit der logischen Entititen zu versuchen .
Eine Logik, deren Aufbau diesem letzteren Leit-
gedanken folgt, wollen wir konstruktiv nennen.
Auf Grund der voraufgegangenen Diskussion der
These R steht es wohl aufler Zweifel, dafy eine hin-
reichend leistungsfihige konstruktive Logik einer
Logik vorzuziehen ist, die von der Fiktion einer
transzendenten Realitit ihrer Entitdten Gebrauch
machen mufl. Das ergibt sich auch schon aus dem
Prinzip der wissenschaftlichen Okonomie, das Oc-
caM in der Forderung zusammenfaflte: entia non
sunt multiplicanda praeter necessitatem. Da jede
Logik von Definitionen Gebrauch machen muf, ist
eine Logik, die nur von definitorischen Festsetzun-
gen Gebrauch macht, einer Logik vorzuziehen, die

14 Diese beiden Richtungen lassen sich etwa durch die ver-
zweigte Typentheorie von RusseLL und das typenfreie System
von AckeRMANN veranschaulichen. Vgl. die Darstellungen in

(8]

dariiber hinaus noch Eigenschaften ihrer Entititen
annehmen muf, die sich durch deren Definitionen
allein nicht ausweisen lassen.

Wir wollen daher untersuchen, wie sich von der
konstruktiven Thesen her

K) fiir die Sitze der Logik soll keine andere Be-
griindung zugelassen werden, als der Riickgriff auf
ein System von definitorischen Festsetzungen,

ein konsequenter Begriindungsansatz fiir die Logik
gewinnen lifit. Dazu mufl genauer bestimmt wer-
den, wie ein solches System von Festsetzungen aus-
sehen soll.

Zunichst gentigt es, unter den Festsetzungssyste-
men Systeme von Wabrbeitsregeln zu verstehen, mit
denen gewissen Sitzen einer der beiden Wahrheits-
werte ,wahr oder ,falsch zugeordnet werden
kann. Denn die Definition eines Eigennamens a
durch einen Eigennamen b lifit sich immer um-
schreiben in die Gestalt einer Definition der Satz-
form x = a (x ist mit a identisch) durch die Satz-
form x = b 5. Im Hinblick auf den konventionellen
Charakter der Festsetzungen wird man weiterhin
fordern, daf sie in Gestalt praziser sprachlicher Vor-
schriften formuliert werden sollen, und dafl die Zu-
ordnung eines Wahrheitswertes zu einem Satz, die
durch Anwendung einer Regel unter vorgegebenen
Bedingungen erzeugt wird, eindeutig bestimmt und
effektiv herstellbar ist. Damit ein System T von
von Wahrheitsregeln von vornherein in seiner Totali-
tat scharf umgrenzt ist, wird man ferner fordern,
dafl die Menge der Regeln von T entscheidbar ist.
Das Wort ,entscheidbar® ist dabei in folgendem
Sinn zu verstehen: Man sagt, fiir einen Problem-
kreis liege ein allgemeines Losungsverfahren oder
ein Algorithmus vor, wenn ein Verfahren angege-
ben wird, dessen Durchfihrung bis in alle Einzel-
heiten eindeutig bestimmt ist, das auf alle frag-
lichen Probleme angewendet und gewissermafien
rein mechanisch ausgefilhrt werden kann und das
fiir jedes dieser Probleme in endlich vielen Schritten
die Losung ergibt. Beispiele solcher Algorithmen
sind etwa das Additions- oder Divisionsverfahren
fir rationale Zahlen. Besteht nun die Losung der
fraglichen Probleme in der Beantwortung von
Fragen mit ,ja“ oder ,nein“, so nennt man ein all-
gemeines Losungsverfahren fiir diesen Problemkreis
ein Entscheidungsverfabren. Und man nennt eine
Menge entscheidbar, wenn sich ein solches Entschei-
dungsverfahren angeben lifit fiir die Frage, ob ein
Gegenstand Element der Menge ist oder nicht. Un-
sere letztgenannte Forderung besagt also, dafl nur
solche Systeme T von Wahrheitsregeln in Betracht

15 Vgl. dazu etwa [10], Kap. VIIL



174

Franz voN KuTscHERA: Zweil Theorien iiber den Gegenstand der Logik

Studium
Generale

kommen sollen, fiir die sich entscheiden [iflt, ob
eine Regel dem System T zugehort oder nicht. Das
gilt offenbar insbesondere fiir Systeme 7, die nur
endlich viele Regeln enthalten.

Endlich wird man fordern, dafl die Erzeugbar-
keit einer Wahrheitswertzuordnung mit einer Regel
eines Systems 7 nur von Bedingungen abhingt, de-
ren Erfilltsein oder Nichterfiilltsein allein durch
das System T selbst festgelegt ist. Diese Bedingun-
gen diirfen demnach nur Wahrheitswertzuordnun-
gen in T betreffen. Diese Forderung soll im Sinn der
These K verhindern, dafy der Wahrheitswert, der
einem Satz durch ein Regelsystem T zugeordnet
wird, letztlich doch wieder nicht nur von den Fest-
legungen in T abhingt, sondern z.B. von empiri-
schen Tatsachen, von dem Gehalt nichtlogischer
Theorien etc.

Nach dieser letzten Forderung haben die Wahr-
heitsregeln eines Systems T nun entweder die kate-
gorische Gestalt: der Satz A soll wahr, bzw. falsch
sein, oder die hypothetische Gestalt: Wenn die
Sitze As, ..., A, in T als wahr ausgezeichnet sind
und die Satze By, ..., B, als falsch, so soll der Satz
C in T als wahr, bzw. falsch ausgezeichnet sein. Ist
A ein Satz, so wollen wir die Zuordnungen , A ist
wahr, bzw. ,, A ist falsch als Zuordnungssditze be-
zeichnen. Man kann dann eine Wahrheitswertzu-
ordnung in einem System T darstellen als eine end-
liche Folge von Zuordnungssitzen, deren letztes
Glied die fragliche Zuordnung ausdriickt und deren
samtliche Glieder entweder kategorische Zuord-
nungssitze von T sind oder durch Anwendung einer
der hypothetischen Regeln von T vorhergehende Zu-
ordnungssitze der Folge hervorgehen.

Die durch unsere Forderungen ausgezeichneten
Systeme von Wahrheitsregeln stellen sich demnach
als formale Kalkiile dar. Allgemein bezeichnet man
als einen formalen Kalkiil ein System von Regeln,
deren Menge entscheidbar ist und die entweder ge-
wisse Ausdriicke als Axiome auszeichnen oder, in
Form von Deduktionsregeln, angeben, wie aus be-
reits ausgezeichneten Ausdriicken neue auszuzeich-
nende Ausdriicke gewonnen werden konnen. Als
Beweis fiir einen Ausdruck A in einem solchen Kal-
kiil § bezeichnet man eine Folge von Ausdriicken,
deren letztes Glied A ist und deren simtliche Glie-
der entweder Axiome von S sind oder durch An-
wendung einer der Deduktionsregeln von § auf vor-
hergehende Glieder der Folge hervorgehen. Bei der
Auffassung von Wahrheitsregelsystemen als formale
Kalkiile fungieren also die kategorischen Zuord-
nungssitze als Axiome, die hypothetischen Regeln
als Deduktionsregeln und die Wahrheitswertzuord-
nungen als Beweise.

Unter Benutzung des Kalkiilbegriffes 13t sich
also der Begriff des Systems von Wahrheitsregeln
exakt prizisieren. Diese Prizisierung hat den Vor-
teil, daf} die Wahrheitswertzuordnungen auf Grund
von Regelsystemen der denkbar schirfsten Kon-
trolle unterliegen. Denn fiir jede als Folge F von
Zuordnungssitzen vorgelegte Wahrheitswertzuord-
nung ist es entscheidbar, ob sie in einem gegebenen
System T regelgemifl ist oder nicht: Fir jedes Glied
C von F lifit sich zunichst die Frage entscheiden,
ob C ein kategorischer Zuordnungssatz von T ist —
die Menge der Regeln von T sollte ja entscheidbar
sein, und da es auch entscheidbar ist, ob eine Regel
von T kategorisch oder hypothetisch ist, so sind auch
die Mengen der kategorischen und hypothetischen
Regeln von T entscheidbar — oder, wenn das nicht
der Fall ist, ob C durch einmalige Anwendung einer
der Deduktionsregeln von T auf vorhergehende
Glieder der Folge F hervorgeht — da C in F nur
endlich viele Glieder vorhergehen, gibt es nur end-
lich viele Regeln, mit denen man C aus ihnen ge-
winnen kann und da die Menge der hypothetischen
Regeln von T entscheidbar ist, lifit sich feststellen
ob eine dieser Regeln im System 7 enthalten ist.
Wenn diese Frage fiir jedes Glied C von F bejaht
werden kann, dann und nur dann ist F eine regel-
gemafle Wahrheitswertzuordnung in 7.

Mit der Prizisierung des Begriffs der Wahrheits-
regelsysteme ist nun der Ausgangspunkt fiir eine
konstruktive Begriindung der Logik gewonnen. Die
nachste Aufgabe besteht dann darin, die logischen
Operatoren, die umgangssprachlichen Worten wie
ynicht®, ,und“, ,oder“, ,wenn-— dann®, ,alle“,
»einige”, ,ist gleich“, ,ist Element von“ und ,die
Klasse der...“ entsprechen, explizit zu definieren.
Die dazu verwendeten Definitionsregeln miissen
nach dem konstruktiven Grundgedanken wieder die
Gestalt von Regeln eines formalen Kalkiils anneh-
men. Dabei geht man von einem Grundkalkil T
aus, in dem zunichst Sitzen ohne solche logischen
Operatoren Wahrheitswerte zugeordnet werden und
erweitert ihn zu einem Kalkiil 7%, indem man Re-
geln hinzunimmt, die angeben, unter welchen Be-
dingungen ein Satz, der einen der angegebenen lo-
gischen Operatoren enthilt, als wahr oder als falsch
ausgezeichnet werden kann. Fiir den Operator
»nicht* wird man so z.B. Regeln wiahlen wie:
»Wenn der Satz A als falsch ausgezeichnet ist, so
ist der Satz nicht-A als wahr ausgezeichnet, und
»Wenn A als wahr ausgezeichnet ist, so ist nicht-A4
als falsch ausgezeichnet“. Die in den Erweiterungen
aller Grundkalkiile 7' als wahr ausgezeichneten Satze
sind dann die Theoreme der Logik.

Die Grundgedanken fiir den Aufbau solcher Re-
gelsysteme sind von GeENTZEN, CURRY und LOREN-
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zEN entwickelt worden . Man kann auf diesem
Weg zu einem typenfreien Logiksystem gelangen,
d. h. zu einem Logiksystem, in dem auch impridika-
tive Definitionen in der Art der Definitionen I und
IT zugelassen sind, in dem aber das tertium non
datur nicht gilt, da nicht jeder Satz in jedem Kalkiil
als wahr oder als falsch ausgezeichnet ist. Die
Widerspruchsfreiheit dieses Systems lifit sich dann
beweisen, so dafl man sichergeht, daff in dieser kon-
struktiven Logik nicht wieder Antinomien auftre-
ten Y. Aus der Definition II, die in der klassischen
Logik Anlaff zum Auftreten der Antinomie von
RusseLL gibt, kann man im Sinn unserer friiheren
Analyse in der konstruktiven Logik weder eine Aus-
zeichnung des Satzes ,Die Klasse ¢ fillt unter den
Begriff G“ als wahr, noch als falsch gewinnen, so
daf} diese Antinomie tatsichlich durch eine strenge
Beschrinkung auf die immanente Realitit der Be-
griffe beseitigt werden kann.

Dieser kurze Hinweis auf den Weg, auf dem sich
eine Logik nach dem konstruktiven Grundgedanken
begriinden 1dft, soll die Fruchtbarkeit der These K
unterstreichen. Diese These nimmt sich ja zunichst
recht abstrakt und vage aus, so daff man auf den
ersten Blick nicht absieht, ob sich auf diesen Grund-
gedanken tatsichlich ein brauchbares Logiksystem
aufbauen lafit, und ob diese Auffassung vom Gegen-
stand der Logik also auch haltbar ist.

Eine konstruktive Logik ist nun ebenso wie die
Logik nach der These R eine apriorische Wissen-
schaft, wird doch durch die These K ein Riickgriff
auf empirische Tatsachen zur Begriindung der logi-
schen Theoreme gerade ausgeschlossen. Ein besonde-

16 Vgl. [6], [2] und [7].
17 Ein Logiksystem dieser Art ist zuerst von ACKERMANN
angegeben worden, vgl. die Darstellung in [8].
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res apriorisches Erkenntnisvermdgen, mit dessen
Hilfe die Giiltigkeit der logischen Sitze erst einge-
sehen werden kann, braucht der logische Konstruk-
tivismus im Gegensatz zum logischen Realismus hin-
gegen nicht anzunehmen, da die definitorischen Fest-
setzungen, auf die sich die logischen Theoreme griin-
den, als freie Setzungen in sich selbst evident sind.
Die Sitze der konstruktiven Logik konnen endlich
auch objektive Geltung beanspruchen in dem fiir die
Wissenschaftlichkeit dieser Disziplin allein relevan-
ten Sinn einer intersubjektiven Kontrollierbarkeit.
Das gilt sogar in noch stirkerem Mafle als fiir die
realistische Auffassung der Logik, da das Operieren
in formalen Kalkiilen, wie wir gesehen haben, der
allerstrengsten Kontrolle unterliegt, wie sie fiir die
Betdtigung eines apriorischen Anschauungsvermdo-
gens nicht moglich ist. Die Verldfilichkeit dieses An-
schauungsvermogens ist denn auch durch die Ent-
deckung der Antinomien ernstlich in Frage gestellt
worden.
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Von

B. vAN ROOTSELAAR

1. Einleitung
Der grofie Unterschied zwischen den exakten Wis-
senschaften und der Mathematik ist der, daf} letztere
versucht, sich mit dem Unendlichen auseinanderzu-
setzen. Die exakten Wissenschaften konnten ginz-
lich ohne die Betrachtung des Unendlichen auskom-
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men, denn unendlich groff ist in diesen Wissen-
schaften nur sehr grofl und vielleicht am nichsten
Tag etwas grofler, wihrend unendlich klein nur
sehr klein ist und moglicherweise etwas klener.
Die weitverbreitete Anwendung der sogenannten
Unendlichkeitsmathematik in den exakten Wissen-
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